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1 Vecteur et valeur propre

1.1 Définition

Soit A une matrice carré, \ est dites valeur propre de A si il existe une matrice
colonne non nulle X tel que: A-X = A-X. Dans ce cas on appellera X le
vecteur propre de A associé a la valeur propre A. (Une valeur propre peut étre
associé & plusieurs vecteur propre, mais pas Uinverse!)

Exemple:
. 1 3
1) Soit A = 0 2)

propre 2. En effet:

6 AN
X = (2) est un vecteur propre de A associé a la valeur

(6 2) ()= (%) =>()

-1 -1 2 3
2)Soit B=| 2 13 1 |,X = 0] estun vecteur propre de B associé &
0 1 -5 2
la valeur propre —5. En effet:
-1 -1 2 —4 20 —4
2 13 1 1]-10]= 0 =-5-10
0 1 -5 8 —40 8

1.2 Famille libre de vecteur propre

Soit A une matrice carré, Ao, ..., A, des valeurs propres distincte de A et X;
un vecteur propre associé a \;, alors la famille {X;, X5, ..., X, } est une famille
libre de vecteur.

Preuve:
Nous allons prouver par récurrence sur n, le nombre de vecteur propre.



Initialisation: n=1

Bon nous sachons Hérédité:
Supposons que {X1, Xo,.., X,,} est un famille libre. Soit A, une autre valeur
propre, X, 41 un vecteur propre associé a A,41, et p; € R:

1 X1 + p2Xo + oo + 1 Xnt1 =0
=A (X1 +peXo + oo+ piny1 Xny1) =0
<:>[L1AX1 + ILLQAXQ + ...+ ,Ltn+1AXn+1 =0
S A X1 + pereXo + oo + 1 Anr1 Xnte1 =0
= (1A X1+ o F g1 A1 Xng 1) = Ang1 (1 Xy + peXo + oo+ pn1 Xng1) =0
=1 (A1 — A1) X1+ p2(Ae — A1) Xo + oo+ g1 (A1 — A1) X1 =0
Spr( A — Ang1) X1+ p2(Ae — Mg 1) Xo + oo + (A — Ang1) X =0
On a donc p;(A; — Ap) = 0 car {X1,Xs,.., X, } est libre, et les lambda sont
distinct pour tout ¢ entre 1 et » — 1, donc y; = 0.

On a donc plus que u,- X, = 0 qui est vrai si et seulement si u,, = 0 car X,. n’est
pas nulle. La famille est donc libre. O

2 Polynomes caractéristiques

2.1 Définition

Soit A un matrice carré de taille n, on nomme polynéme caractéristique de A
le polynéme P(z) = Det(A — z - I,,) et valeurs propres de A les racines de son
polynéme caractéristique.

Autrement dit, A est une valeur propre de A si et seulement si Det(A—\I,) =0
Cette définition de la valeur propre est équivalente & la premieére mais je la
trouve plus sympa, la preuve de cette équivalence est plutot simple:

Soit A une valeur propre de A < 3X € My ,\{Op, ,} tq A- X =X- X
& 3X € My, \ {0, .} ta (A= X I,)X =0, ,,
< 33X € My ,\{On, .} tq X € Ker(A—X-1,)
< Ker(A—-\-1,) # {0}
< (A— X 1,) n'est pas injective
& Det(A—\-I,) =0

Exemple:
1) Soit A= (L 2 :
oit A={, ) ona
Det(A—xz-I5) = 1w 2 =(1—-2)-4—2)—6=2>—5r—2
3 4—x

Py(x) = 2% — 5z — 2 est le polyndome caractéristique de A.

Les valeurs propres de A sont les racines de Pa(z) : % et 5)727@



1 2 5
2)Soit B=|3 4 10|, on a:
1 4 5
1—2x 2 5
Det(B—z-I)=| 3 44—z 10 |=—2+102%+ 222+ 10
1 4 5—x

Pg(x) = —x + 1022 + 222 + 10 est le polyndome caractéristique de A.
Les valeurs propres de B sont les racines de Pg(x) : (—0.6769), (—1.2397),11.9166
(oui j’ai eu a flemme)

2.2 Matrice compagnon

Les matrices ont la chance d’avoir un pote polynome, mais les polynéme ont ils
tous des compagnons?

Propriété:
Soit un polynome unitaire (a,, = 1) de degrés n P(z) = Y .5, @;2", on nommera
matrice compagnon la matrice :

0 0 —ap

1 0 —a1
A=10 1

0 1 —An—1

Et on aura (—1)"P(x) le polynéme caractéristique de A

Preuve:
Prouvons par récurrence sur n que la matrice compagnon A de taille n a pour
polynéme caractéristique le polynéme (—1)"P(x).

Initialisation: n =1
On a A = (—ag), donc Det(A —x-1,) = —x — a, = (—1)' P(x)

Hérédité:
Supposons que la matrice compagnon A, de taille n a pour polynéme car-
actéristique (—1)" P, ().
Démontrons que la matrice compagnon A, 11 de taille n + 1 a pour polynéme
caractéristique (—1)"T1P, 1 ().



—x 0 —agp
1 —=x —ay
Det(A—x-I,01)=]0 1
0 1 —a,—=x

On développe sur la premiere ligne

—x 0 —aq 1 —x o

1 —x —ao 0 1 —x
=—z|0 1 + (=D ag 0 0

0 - - 1 —a,—x 0

Par hypothese de récurrence pour le déterminant de gauche,

par simple calcul de déterminant a droite.

1
g ai12i) + (=1)" ag

= (-1 )"“Pnﬂ(x)

2.3 Théorémes

Théoréme 1:

Si deux matrice sont semblables, elles ont le méme polyndéme caractéristique.

Preuve:
A=P ' B.Pe(A-z2-1,) =
s A—x-1,) =
s A-z-1,) =
<:>(A—J;-In):
< Det(A—z- 1,

< Det(A—=x -1,
< Det(A—2x -1,
< Det(A—x -1,

Théoréme 2:
La trace d’une matrice A est égale

)
)
)

P'BP —=x-1,

P 'BP—x- (P 'I,P)
P'BP - P Yz 1,)P
P YB-=xz-1,)P
=Det(P~ (B —z-1I,)P)

Det(P~!)-Det(B — - I,,) - Det(P)

1
- -Det(B —
Det(p) DB @

) =Det(B —x-1,)

- I,,) - Det(P)

a la somme de ses valeurs propres et le

déterminant d’un matrice A au produit de ses valeurs propres.

o




Exemple:(on reprend les matrices de I'exemple 2.1)
1) Tra(A) =1+ 4 =5=+y33 4 5-V33
Det(A) =4 — 6 = —2 = 533 . 5-V/33

2) Tra(B) = 1+ 4 +5 = 10 = (—0.6769) + (—1.2397) + 11.9166
Det(A) = 10 = (—0.6769) - (—1.2397) - 11.9166

Théoréeme 3 (Cayley-Hamilton):
Soit A une matrice carré de taille n et P(x) sont polynoéme caractéristique, alors
P(A) = 0y, Ce théoreme est tres utile pour trouver des puissances de A et son

inverse. Regardons par exemple la matrice A = (; i)

On sait que son polynome caractéristique est P(r) = 22 — 5z — 2.
Ainsi on a:

A2 5. A-2-1,=0
SA2=5-A+2-1,
et

1
<:>§~A~(A—5):-In
41
SAT = 5 (A-5)
C’est bien beau mais la démo est pas si simple, il en existe pas mal franchement
pas tres belle, je vous en propose une.

Preuve:

Nous allons utiliser pour cette preuve le complémentaire de matrice noté Comp(A)
complémentaire de A. Je ne vais pas expliquer ce que c’est car j’ai une vie et
des bouches a nourrir mais il faut retenir ca:

1. Toute matrice carré a un complémentaire
2. A-Comp(A) = Comp(A) - A =Det(A)- I,

Notons Comp(A —z - I,) = Z}Zol Bj - z' avec B; des matrices carré de taille n.
On a

n—1 n—1
(A—=z-I,) - Comp(A—=z-1I,) = A(ZBj ) —x(ZBj )
3=0 j=0

n—1

= —Bp 12"+ () a2’ - (AB; — Bj_1)) + ABy
Jj=1
(1)

De plus d’apres la définition du complémentaire, on a



(A—=z-1I,) -Comp(A—2x-1,) =Det(A—z-1I,) - I,
=P(z)-I, = ijx-jln (2)
3=0

ijn = ABJ — Bj,1
Les équations 1 et 2 étant égale pour tout n, on a par télescopage : ¢ pol,, = ABy

pnIn = _Bn—l
Ainsi
n—1 )
P(A)=-B, 1A" + (> A’ - (AB; - B;_1)) + AB,
j=1
n—1 n
=) AMB;-) AB;,
j=0 j=1
=0
O

3 Diagonalisation (dur a dire)

On dit que A est diagonalisable si il existe un matrice P inversible tel que
PAP~! est une matrice diagonale.

On sait tous l'intérét merveilleux des matrices diagonales mais toute matrice
n’étant pas diagonalisable, il nous faut un moyen de savoir si un matrice I’est
ou pas.

3.1 Théroréme:

Soit A une matrice carré de taille n, si A admet n valeurs propre différentes
/\1, )\2, ooy /\n7 on a:

1. A est diagonalisable

2. Silon nomme P ayant comme colonne les vecteurs { X7, ...X,,} avec X; un
vecteur propre associé & la valeur propre \;, D = P! AP est une matrice

A1 0 R 0

diagonale de forme D = O A2
: 00
0 -+ 0 M\,

Preuve:
Nous savons que {X1, ..., X, } est libre, c’est donc une base de K™, P est donc



bien inversible. Notons Y; la matrice colonne de taille n x 0 et de coefficient
aj0=0sit#j,etajo=1sii=j.
Soit M un matrice, MY; est la i-eme colonne de la matrice M.
DY; = (P~'AP)Y;
= P1AX;
= \PIX;
=AY

On a bien une matrice diagonale de forme (voir en haut mdr).



